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Topoloǵıa I. Examen IV

Ejercicio 1 (4.5 puntos). Para todo R ⩾ 0, consideramos el conjunto SR dado por
SR = {x ∈ R2 | ∥x∥ = R}, donde ∥ · ∥ es la norma eucĺıdea en R2. Se considera la
topoloǵıa T en R2 generada por la base B = {SR | R ⩾ 0}.

1. Estudiar cuándo el conjunto {x0}, con x0 ∈ R2 arbitrario, es cerrado en
(R2, T ).

Veamos en primer lugar que {0} ∈ CT . Tenemos que:

R2 \ {0} =
⋃
R>0

SR ∈ T

donde afirmamos que es un abierto por ser unión de abiertos. Por tanto,
{0} es cerrado.

Veamos ahora que si x0 ̸= 0, entonces {x0} no es cerrado. Sea R0 = ∥x0∥,
y sea x ∈ SR0 , x ̸= x0. Supongamos entonces que R+ \ {x0} es abierto.
Entonces, como x ̸= x0, existe R > 0 tal que x ∈ SR ⊂ R+ \ {x0}. Por
tanto, como x ∈ SR0 , tenemos que x ∈ SR0 ⊂ R+ \ {x0}, algo que es una
contradicción, ya que x0 ∈ SR0 y x0 /∈ R+ \ {x0}.

2. Demostrar que (R2, T ) es 1AN pero no es 2AN.

Veamos en primer lugar que (R2, T ) es 1AN. Sea x ∈ R2, y veamos que
existe una base de entornos βx numerable. Sea R0 = ∥x∥, y como tenemos
que {B ∈ B | x ∈ B} es una base de entornos, tenemos que:

βx = {SR | x ∈ SR} = {SR | ∥x∥ = R} = {SR0}

Por tanto, dicha base de entornos no solo es numerable sino finita, con
un único elemento.

Veamos que no es 2AN. Sabemos que:

B(0, 1) =
⋃

{SR | ∥(0, x)∥ = R, x ∈ [0, 1[}

Supongamos que śı es 2AN, y llegaremos a una contradicción. Como es
2AN, entonces podemos extraer una base numerable de B, que denotare-
mos por B′ = {SRn}n∈N. Como B(0, 1) es abierto, entonces

B(0, 1) =
⋃

{SR | ∥(0, x)∥ = R, x ∈ A, A numerable.}

Como [0, 1[ no es numerable, entonces A ⊊ [0, 1[. Por tanto, como tenemos
que A ̸= [0, 1[, existe x0 ∈ [0, 1[\A, por lo que S∥x0∥ ⊂ R2 \B(0, 1), lo que
es una contradicción, ya que S∥x0∥ ⊂ B(0, 1) por tener ∥x0∥ < 1.

3. Calcular la clausura, el interior y la frontera en (R2, T ) del conjunto A dado
por A = {(a, b) ∈ R2 | |b| ⩽ 1}.

Veamos en primer lugar que A◦ = B(0, 1).
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⊂) Si x ∈ A◦, entonces existe B ∈ T tal que x ∈ B ⊂ A. Como B da
una partición de R2, entonces B = SR0 , con R0 = ∥x∥. Por tanto,
SR0 ⊂ A, y como SR0 es cerrado, tenemos que SR0 ⊂ A. Como
(0, R0) ∈ SR0 , tenemos que (0, R0) ∈ A, por lo que R0 ⩽ 1. Por
tanto, como ∥x∥ ⩽ 1, x ∈ B(0, 1).

⊃) Si (x, y) ∈ B(0, 1), entonces x2 + y2 ⩽ 1. Por tanto, y2 ⩽ 1, por lo
que |y| ⩽ 1. Por tanto, (x, y) ∈ A.

4. Probar que A es conexo en (R2, T ) si y solo si existe R ⩾ 0 tal que A ⊂ SR.
Determinar las componentes conexas de (R2, T ).

Calculemos en primer lugar las componentes conexas de (R2, T ). Sabemos que
B = {SR | R ⩾ 0} es una partición mediante abiertos de R2. Veamos ahora
que (SR, TSR

) es conexo para todo R ⩾ 0. Calculamos en primer lugar TSR
,

sabiendo que T = {B(0, r) | r > 0}:

U ∈ TSR
⇐⇒ ∃r′ ∈ R+ | U = B(0, r′) ∩ SR = B(0, r′) ∩ S(0, r)

Si r′ ⩾ r, tenemos que B(0, r′) ∩ S(0, r) = S(0, r); mientras que si r′ < r, en-
tonces B(0, r′)∩S(0, r) = ∅. Por tanto, TSR

= {∅, S(0, r)}, que es la topoloǵıa
trivial. Por tanto, (SR, TSR

) es conexo, por lo que B es una partición mediante
abiertos conexos de R2. Por tanto, las componentes conexas de (R2, T ) son B.

Caracterizamos ahora los conexos de (R2, T ) mediante doble implicación:

=⇒) Sea A conexo, y sea x ∈ A. Entonces, como x ∈ A y A conexo, A ⊂ C(x).
Por tanto, A ⊂ SR para algún R ⩾ 0.

⇐=) Sea R ⩾ 0 tal que A ⊂ SR. Veamos que A es conexo. Como A ⊂ SR,
entonces T∣∣A = TSR

∣∣A. Por tanto, ver que (A, TA) es conexo equivale a

ver que

(
A, TSR

∣∣A
)

es conexo. Como TSR
= {∅, S(0, r)}, tenemos que

es la topoloǵıa trivial. Por tanto, como todo subconjunto de un espacio

topológico trivial es conexo, tenemos que

(
A, TSR

∣∣A
)

es conexo, por lo

que A es conexo.

5. Demostrar que A es compacto en (R2, T ) si y solo si existe J ⊂ [0,+∞[ finito
tal que A ⊂

⋃
R∈J

SR.

=⇒) Sea A compacto. Entonces, como B es un recubrimiento de A por abiertos
de (R2, T ), tenemos que ∃J ⊂ R+ finito tal que A ⊂

⋃
R∈J

SR.

⇐=) Sea J ⊂ R+ finito tal que A ⊂
⋃
R∈J

SR. Sabemos que (SR, TSR
) es la topo-

loǵıa trivial. Por tanto, como todo subconjunto de un espacio topológico
trivial es compacto, tenemos que A∩ SR es compacto. Veamos por tanto
que A es unión finita de compactos:

A = A ∩

(⋃
R∈J

SR

)
=
⋃
R∈J

(A ∩ SR)
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como J es finito, tenemos que A es unión finita de compactos, por lo que
A es compacto.

Ejercicio 2 (2.5 puntos). Enunciar y demostrar el teorema de Tichonov. Si se hace
uso del lema del tubo, entonces éste debe ser enunciado y demostrado previamente.

Ejercicio 3 (3 puntos). Estudiar de forma razonada las siguientes cuestiones:

1. Decidir si los siguientes subespacios de (R2, Tu) son homeomorfos entre śı dos
a dos o no:

a) A1 = {x ∈ R2 | 1 < ∥x∥ < 4},
b) A2 = {x ∈ R2 | 1 ⩽ ∥x∥ ⩽ 4},
c) A3 = R2 \ {0}.

Veamos en primer lugar que A2 es compacto.

A2 = {x ∈ R2 | 1 ⩽ ∥x∥} ∩ {x ∈ R2 | ∥x∥ ⩾ 1}

Como ∥ · ∥ es continua con la topoloǵıa usual, tenemos que A2 es intersección
de dos cerrados, luego es cerrado. Además, claramente A2 ⊂ B(0, 5), luego A2

es acotado. Por tanto, es compacto.

Veamos ahora que A1 no es compacto. Para ello, veremos que no es cerrado.
Tenemos que:

R2 \ A1 = B(0, 1) ∪ {x ∈ R2 | ∥x∥ ⩾ 4}

Veamos que dicho conjunto no es abierto. Tomado p = (0, 1) ∈ R2\A1, tenemos
que no existe U ∈ Tu, tal que (0, 1) ∈ U ∩B(0, 1). De forma directa se ve que
∄U ∈ T tal que (0, 1) ∈ U ⊂ R2 \ A1. Por tanto, R2 \ A1 no es entorno de
(0, 1), por lo que R2\A1 no es abierto, y por tanto A1 no es cerrado. Por tanto,
tampoco es compacto.

Además, como A3 no está acotado, tenemos que no es compacto.

Por tanto, tenemos que A2 no es homeomorfo ni a A1 ni a A3. Veamos ahora
que A1

∼= A3. Sabemos que ]1, 4[∼=]0,∞[, por lo que sea f el homeomorfismo
entre ellos, y notamos g = f−1. Definimos f : A1 → A3 dado por:

f(x) =
x

∥x∥
f (∥x∥)

Sea g : A3 → A1 dado por:

g(x) =
x

∥x∥
g (∥x∥)

Tenemos que ambas son continuas, ya que es el producto, cociente y composi-
cicón de funciones continuas. Veamos que:

f(g(x)) =
g(x)

∥g(x)∥
· f (∥g(x)∥) =

x
∥x∥g (∥x∥)∥∥∥ x
∥x∥g (∥x∥)

∥∥∥ · f
(∥∥∥∥ x

∥x∥
g (∥x∥)

∥∥∥∥) =

=

x
∥x∥g (∥x∥)

∥x∥
∥x∥ ∥g (∥x∥)∥

· f
(∥∥∥∥ x

∥x∥

∥∥∥∥ g (∥x∥)) =
x

∥x∥
f(g(∥x∥)) (∗)

=
x

∥x∥
· ∥x∥ = x
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De igual forma, se demuestra que g(f(x)) = x ∀x ∈ A1. De esta forma, se ve

que f, g son biyectivas, con g = f
−1
. Por tanto, f es un homeomorfismo, por

lo que A1
∼= A3.

2. Sean (X1, T1), (X2, T2) espacios topológicos. Para i = 1, 2, sea Ri una relación
de equivalencia en Xi tal que la proyección pi : (Xi, Ti) → (Xi/Ri, T /Ri) es
abierta. Demostrar que

(X1 ×X2)/R ∼= (X1/R1, T1/R1)× (X2/R2, T2/R2),

donde R es la relación de equivalencia en X1 ×X2 definida por

(x1, x2)R(y1, y2) ⇐⇒ x1R1y1 y x2R2y2.

Sea f = p1×p2 : (X1×X2, T1×T2) → (X1/R1, T1/R1)×(X2/R2, T2/R2) apli-
cación producto dada por f(x, y) = (p1(x), p2(y)). Como p1, p2 son abiertas,
continuas y sobreyectivas, tenemos que f es continua, abierta y sobreyectiva,
por lo que f es una identificación. Veamos que R = Rf :

(x, y)Rf (x
′, y′) ⇐⇒ f(x, y) = f(x′, y′) ⇐⇒ (p1(x), p2(y)) = (p1(x

′), p2(y
′)) ⇐⇒

⇐⇒ p1(x) = p1(x
′) y p2(y) = p2(y

′) ⇐⇒ xR1x
′ y yR2y

′ ⇐⇒
⇐⇒ (x, y)R(x′, y′)

Por tanto, como f es una identificación y R = Rf , tenemos que f induce un
homeomorfismo entre (X1 ×X2)/R y (X1/R1, T1/R1)× (X2/R2, T2/R2).

3. Sea f : (X, T ) → (Y, T ′) una aplicación entre espacios topológicos tal que
f(A) es conexo en (Y, T ′) para cada A conexo en (X, T ). ¿Es f continua?

Sea X = {1, 2}, y consideramos las topoloǵıas de Sierpinsky, T1 = {∅, X, {1}}
y T2 = {∅, X, {2}}. Sea ahora IdX : (X, T1) → (X, T2). Claramente {1}, {2}
son conexos en ambas topoloǵıas porque no hay dos abiertos no triviales, por
lo que f(A) es conexo en (X, T2) para cada A conexo en (X, T1). Sin embargo,
f no es continua, ya que f−1({2}) = {2} /∈ T1.
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